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Resume 



Pour un groupe reductif connexe complexe G, on classifie les modules simples dont le cone des 
vecteurs primitifs admet une deformation G-invariante non triviale. On relie cette classification 
a celle des algcbrcs de Jordan simples, et aussi a ccllc (due a Akhiezer) des varietes projectives 
lisses dont les orbites sous Taction d'un groupe algebrique affine connexe sont un diviseur et 
son complementairc. 

Notre principal outil est le schema de Hilbert invariant d'Alexeev et Brion ; on en determine 
les premiers exemples. 

On determine aussi les deformations infinitesimales (non necessairement G-invariantes) des 
cones des vecteurs primitifs ; elles sont triviales pour presque tous les modules simples. 

Abstract 

For a complex connected reductive group G, we classify the simple modules whose cone of 
primitive vectors admits a nontrivial G-invariant deformation. We relate this classification to 
that of simple Jordan algebras, and to that (due to Akhiezer) of smooth projective varieties 
whose orbits under the action of a connected affine algebraic group are a divisor and its 
complementary. 

Our main tool is the invariant Hilbert scheme of Alexeev-Brion ; we determine the first 
examples of it. 

We also determine the infinitesimal deformations (non necessarily G-invariant) of the cones 
of primitive vectors ; they turn out to be trivial for most simple modules. 

Introduction 

Soit G un groupe reductif connexe complexe, et V un G-module rationnel de dimension finie. 
On dit qu'un sous-schema ferme G-stable X C V est a multiplicites finies si son algebre affine 
est somme directe de modules simples avec des multiplicites finies. 



Alexeev et Brion ont montre recemment dans [AlBr] que les sous-schemas X ayant des multi- 
plicites finies fixees sont parametres par un schema quasi-projectif : le schema de Hilbert invariant. 
Leur travail est base sur celui de Haiman et Sturmfels ([HaSt]), qui correspond au cas particulier 
ou le groupe reductif G est un tore. 
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On se propose ici de determiner le schema de Hilbert invariant dans le cas "le plus simple". 
L'espace ambiant est le G-module simple de plus grand poids A : 

V = V(X). 

On cherche a parametrer les plus petits sous-schemas fermes G-stables de V de dimension pos- 
itive : on va done choisir les multiplicity les plus petites possibles. Pour cela, on remarque que 
l'algebre affine d'un tel schema X contient le dual de V(X) ; on note A* son plus grand poids. 
Notons / un vecteur de plus grand poids de V(A*). Les puissances de / sont non nulles dans 
l'algebre affine de X, done celle-ci contient tous les modules simples V(dX*), ou d est un entier 
positif. 

Ainsi, on va prendre pour multiplicity 1 pour les modules simples V(dX*), et pour les autres 
modules simples. Un point particulier du schema de Hilbert invariant correspondant H\ est alors 
donne par le cone des vecteurs primitifs de V(X) (reunion de l'orbite des vecteurs de plus grand 
poids, et de l'origine). Ces cones ne sont autres que les cones affines sur les varietes de drapeaux 
plongees par un systeme lineaire complet. 

On montrera que pour la plupart des poids A, le schema H\ est en fait reduit a ce point. Dans 
les autres cas, H\ est la droite affine. On obtient ainsi une classification des G-modules simples 
dont le cone des vecteurs primitifs admet une deformation invariante. 

Cette classification rappelle celle (obtenue par Akhiezer dans [Akl]) des varietes projectives 
lisses dont les orbites sous Taction d'un groupe algebrique affine connexe sont un diviseur am- 
ple et son complementaire. On decrira comment relier ces deux classifications et on les reliera 
aussi a celle des algebres de Jordan simples. Cette derniere se trouve etre plus "petite" , mais on 
verra que lorsqu'un cone de vecteurs primitifs admet une deformation invariante dans V(X), cette 
deformation provient d'une algebre de Jordan simple. 

On montrera enfin que pour la plupart des poids A, le cone des vecteurs primitifs de V(A) est 
en fait rigide : les seuls cones de vecteurs primitifs admettant des deformations infinitesimales non 
triviales sont, outre ceux qui admettent une deformation invariante, le cone affine C m au dessus 
de la courbe rationnelle normale de degre m dans P m (les deformations de ce cone ont ete etudiees 
dans [Pi]), et le cone affine C mn au dessus de P 1 x P n dans le plongement de bidegre (m, 1) avec 
m > 2. On verra que la deformation verselle de C mn est lisse, contrairement a celle de C m . 

Remerciements. Je suis tres vivement reconnaissant envers mon directeur de these Michel Brion 
pour son aide tout au long de ce travail. 

1 Une classe de schemas de Hilbert invariants 
1.1 Notations et resultat principal 
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On considere des schemas et des groupes algebriques sur C. Les references utilisees sont [Ha] 
pour la theorie des schemas et [PoVi] pour celle des groupes algebriques de transformations. 

Soit G un groupe reductif connexe. On en choisit un sous-groupe de Borel B, et un tore 
maximal T inclus dans B. On considere le radical unipotent U de B : on a : B = TU. Les 
algebres de Lie respectives de G, B, T et U sont notees : 5, b, t, et u. Le systeme de racines de G 
relativement a T est note R. Le choix de B nous en fournit une base S, et on a : R = R + II i?_ 
ou R + est l'ensemble des racines positives, et R_ celui des racines negatives. 

On note A le groupe des caracteres de T. On a un ordre partiel sur A : fi < A si et seulement 
si A — [x est une somme de racines positives. On note A + l'ensemble des elements de A qui sont 
des poids dominants (relativement a la base S du systeme de racines R). On sait que A + est en 
bijection avec l'ensemble des classes d'isomorphisme de G-modules rationnels simples. Si A est 
un element de A + , on notera V(A) un G-module simple correspondant, c'est-a-dire de plus grand 
poids A, et v\ un vecteur de V(A) de poids A. Si A est un poids qui n'est pas dominant, on pose 
V(A) = 0. 

Les G-modules simples peuvent etre construits de la facon suivante : soit A un poids dominant, 
et P un sous-groupe parabolique de G contenant B tel que A se prolonge en un caractere de P. 
Notons 7r : G — > G/P la surjection canonique, et C\ le faisceau inversible sur G/P qui associe a 
un ouvert Q. C G/P : 

C X (Q) := {/ G G (tt- 1 (0)) I Mg G G, Vp G P, f(gp) = X( P )f(g)}. 

Le faisceau C\ est alors G-linearise (via Paction de G sur ses fonctions regulieres par translation 
a gauche), et l'espace des sections globales de C\ est un G-module simple : 

T(G/P,£ x )^V(\y. 

Si V est un T- module rationnel (eventuellement de dimension infinie), on note V = (B\ e ^ V\ sa 
decomposition en sous-espaces propres. Par exemple, Palgebre de Lie de G admet la decomposition : 

s = t®0g Q , 

ou chaque Q a est de dimension 1. On choisit pour tout a G R un generateur e a de go,. 

Si V est un G-module rationnel, on note Vr\\ sa composante isotypique de type A, c'est-a-dire 
le sous-module de V somme des sous- modules isomorphes a V(\). On a alors la decomposition 

Soit V un G-module rationnel de dimension finie, et h : A + — > N une fonction. On appelle 
famille de sous-schemas fermes G-stables de V un sous-schema ferme G-stable de X C S x V, 
ou S est un schema avec action triviale de G. On note it : X — ► S le morphisme induit par la 
projection S x V — > S, et tt*Ox l'image directe par tt du faisceau structural de X . La famille X 
est dite de fonction de Hilbert h si on a un isomorphisme de O5- G-modules 

7T*0 X ^ Tx ® V(X), 

AeA+ 
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oil chaque T\ est un O^-module localement libre de rang h(X). (Le morphisme n est alors plat.) 

Le foncteur contravariant : (Schemas) — > (Ensembles) qui associe a tout schema S l'ensem- 
ble des families 3t C S x V de fonction de Hilbert h est represents par un schema quasi-projectif 
note Hilb^iy). (On renvoie a [AlBr]§1.2 pour plus de details.) 

On fixe desormais un poids dominant A. On note A* le plus grand poids du G-module V(A)* 
dual de V(X). Soit h\ : A + — ► N la fonction valant 1 sur NA* et ailleurs. On note dans la suite 

H x :=Hilb^(V(X)) 

le schema de Hilbert invariant associe a ce choix. 

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on note ¥(E) l'espace de ses droites. On a une 
action reguliere de G sur l'espace P(V(A)). Notons [v\] € P(V(A)) la droite engendree par v\ et 

P\ ■= G [vx] 

son stabilisateur dans G : c'est le plus grand sous-groupe parabolique de G qui contient B et tel 
que A se prolonge en un caractere de P\. L'orbite de [v\] est la seule orbite fermee de P(V(A)) 
(done l'unique orbite de plus petite dimension). L'espace homogene projectif G/P\ se plonge ainsi 
dans P(V(A)), et le faisceau inversible tres ample associe a ce plongement est en fait £\. Le cone 
affine au dessus de G/P\ dans V(X) est le cone 

C x :=G.v x U{0} = G^ 

des vecteurs primitifs de V(X). C'est une variete normale (cf. [Kr], III. 3. 5). La variete G/P\ C 
P(V(A)) est done projectivement normale, et l'algebre affine graduee du cone C\ est 

0r(G/p Al £ dA ) = 0i/(^). 

cteN den 

On peut done voir C\ comme un point ferme de H\. 

L'objet de cette partie est de montrer le theoreme suivant, enonce avec les notations de [Bo] : 

Theoreme 1.1. Le schema de Hilbert invariant H\ est un point reduit, sauf dans les cas suivants 
oil H\ est la droite affine : 

(HI) G est simple de type A±, et X = 2uj\ ou Auj\. 

(H2) G est simple de type A n , n > 2 et X = uj\ + u n . 

(H3) G est simple de type B% et X = uj% ou 2oj^. 

(H4) G est simple de type B n , n>2 et X = lo\ ou 2ui\. 

(H5) G est simple de type C n , n > 3 et X = uji- 

(H6) G est simple de type D n , n > 3 et X = uj\ ou 2uj\. 

(HI) G est simple de type F4 et X = 0*4. 

(H8) G est simple de type G2 et X = uj\ ou 2uj\. 

(H9) G est semi-simple de type A\ x Ai et X = (loi,loi) ou (2loi,2ui). 
et dans les cas (G, V(A)) obtenus a partir d'un cas (Go, Vq) parmi les precedents par factorisation : 
G^G ^GL(V ). 
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Remarque 1.2. 

- Le cas (H6) avec n = 3 revient a un groupe G simple de type A3, avec A = 0J2 ou 2u2- 

- On pourrait voir le cas (H9) comme etant le cas (H6) avec n = 2. 

1.2 Action du groupe multiplicatif sur le schema de Hilbert invariant 

On a une operation naturelle du groupe multiplicatif G m sur le schema de Hilbert invariant 
H\ : elle provient de Taction de G m sur V(A) par homotheties (qui commute avec Taction de G). 

Dans cette partie, on montre que cette action admet pour unique point fixe le cone C\ des 
vecteurs primitifs. On montre aussi que C\ est dans T adherence de toutes les orbites de G m , et 
on en deduit que le schema de Hilbert invariant est affme. Ces proprietes peuvent etre deduites 
de ce qui est fait dans [AlBr], §2.1 a 2.3; on a prefere donner ici des preuves directes. 

Proposition 1.3. (a) Le cone C\ est I'unique point ferme de H\ fixe par G m . 

(b) Soit X un point ferme de H\. Le morphisme : G m — ► H\, t 1 — > t.X se prolonge en un 

morphisme A 1 — ► H\, 1 — > C\. 

Preuve. (a) On note S e V(X)* la puissance symetrique d'ordre e de V(A)*. On identifie Talgebre 
des fonctions regulieres sur V(X) a Talgebre symetrique de V(X)* : 

SymV(X)* :=05 e y(A)*. 

e<GN 

Les points fermes fixes par G m correspondent aux ideaux homogenes 

/ = h C Sym V (X)* = S e V(X)* 

eeN eeN 

qui sont stables par G et de fonction de Hilbert h. 

On sait que S e V(X)* contient un unique sous-G-module isomorphe a V(eX)* , et que ses autres 
composantes isotypiques non nulles sont de type inferieur a eA* : 

s e v(xy ~ v(exy © [snww (i) 

On va montrer par recurrence sur e € N, qu'un tel ideal / verifie : 

4=0 [s e v(xy] M . (2) 

H<e\* 

En effet, comme / ne contient pas les constantes, on a Lq = 0. Puis, si (2) est satisfait pour tout 
d < e, il faut que : 

[s e v(xy] M c i e 

^<eA* 

pour que la fonction de Hilbert de / soit h\. Cette derniere inclusion est en fait une egalite, car 
sinon on aurait Id = S d V(X)* pour tout d > e. 
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II n'y a done pas d'autre point ferine fixe par G m que C\. 

(b) Pour mieux comprendre Paction de G m sur H\, on reprend la construction du schema de 
Hilbert invariant (voir [HaSt], §1,2,3 et [AlBr] , §1.2). 

Considerons Paction naturelle de G m sur l'algebre symetrique de V(X)*, ou G m opere sur la 
composante S e V(X)* avec le poids — e, de sorte que Symy(A)* est une GxG m -algebre rationnelle. 

La sous-algebre [SymV(A)*]' 7 des invariants par U est alors une T x G m - algebre rationnelle 
de type fini, selon [Gros],Thm 9.4. 

On en choisit un systeme fini de generateurs fi,.-.f n forme de T x Gm-vecteurs propres, et on 
note S = C[xi, ■■■,x n ] l'algebre de polynomes correspondante. L'algebre S est naturellement une 
T x G m - algebre rationnelle, et on a un morphisme surjectif de T x G m - algebres rationnelles : 

tt:S — > (SymV(X)*) u . 

L'action de T sur S fournit une graduation de S par le groupe abelien A. 

On peut alors identifier H\ a un sous-schema localement ferme d'un produit de Grassmanni- 
ennes, done d'un produit d'espaces projectifs. Plus precisement, on sait ([HaSt]) qu'il existe une 
partie finie D de A, et pour tout fi G D, un sous-espace vectoriel de dimension finie de que 
Pon peut choisir stable par G m , tels que Pon ait un plongement : 

Hx^H P^X) (3) 

ou r M := dimA^ — h\{fj). Decrivons Pimage d'un point ferme par ce plongement : si / est Pideal 
d'un sous-schema ferme de V{\) correspondant a un point ferme de H\, on lui associe pour tout 

J^.= ir- 1 (I u )nN^. 

Les Nfj, sont des modules rationnels pour l'action de G m , done les P(A rfl A^) sont munis d'une 
action reguliere de G m , pour laquelle le plongement (3) est equivariant. 
On peut maintenant verifier le point (b) de la proposition : 

Soit fi G D. Si fi £ NA*, alors r M = dim N^, et P(A r ' i A r M ) est reduit a un point. Sinon, ecrivons 
H = e \*. On a P(A r »N^) ^ P(AT*). Notons K := fl ker ir et L un supplementaire G m -stable de 
K dans : 

N^ = K®L. 

Selon la decomposition (1) (consideree a tous les ordres), le plus grand poids de l'action de G m 
sur L est — e : 

c>e 

L'espace vectoriel J M est un hyperplan de K © L qui contient K (par definition de J M et K) mais 
qui ne contient pas L_ e selon le lemme qui suit. 

Montrons alors que le morphisme G m — ► P(A r *), t i — > t.J^ se prolonge en un morphisme 
/ : A 1 — ► W(N*) en posant /(0) := K © c>e L_ c . Choisissons une base de N* compatible 
avec la decomposition = K © L_ e © © c>e L- c . Notons d la dimension de L. Les coordonnees 
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homogenes de J M dans P(iV*) sont [ : . „ : , : x\ : X2 : ... : Xj] et on a x\ ^ 0. Celles de t.J^ sont 

dim(_ft") fois 

done [0 : ... : : t e x\ : t C2 X2 ■ ... : t Cd Xd], ou les Cj sont des entiers strictement superieurs a e. D'ou 
l'assertion. 

Comme /(0) ne depend pas de l'ideal I considere, il s'agit de tt~ 1 (Iq ) n ou Jo est l'ideal 
du cone C\, d'ou (b). □ 

Lemme 1.4. Soit X un sous-schema ferme de V(X) de fonction de Hilbert h\, et I C Symy(A)* 
son ideal. 

Alors pour tout e £ N, le sous-G -module de S e V(X)* isomorphe a V(eX)* n'est pas inclus dans I. 

Preuve. Notons / un vecteur de plus grand poids de V(A)*. 

Le G-module [S e V(X)*]( e x*) est simple, et f e en est un vecteur de plus grand poids. Supposons 
par l'absurde : f e € I. Alors / appartient a l'ideal du sous-schema reduit X re d associe a X. 
Le sous-espace vectoriel de V(A) engendre par X re( i est un sous-G-module de V(A) inclus dans 
l'hyperplan defini par / : il est done reduit a {0}, et l'espace vectoriel C[X] est de dimension 
finie : une contradiction. □ 

Corollaire 1.5. Le schema H\ est affine. Son algebre affine A est graduee par I'action du groupe 
multiplicatif sur H\, en degres negatifs : A = ©^e-N^d' I'anneau Aq est local. 

Preuve. On rappelle que H\ s'identifie a un sous-schema localement ferme G m -stable de P(M), 
ou M est un G m -module rationnel de dimension finie. Le sous-schema reduit H\ \ H\ est done 
aussi G m -stable, et son ideal homogene aussi. II existe done un element homogene / € Sym(M*), 
G m -vecteur propre, definissant un ouvert U contenant C\. Cet ouvert U est G m -stable, et contient 
done H\, selon le point (b) de la proposition precedente. Ainsi, H\ est ferme dans U, et U est un 
ouvert affine : H\ est affine. 

Montrons maintenant que A e = pour tout e > 0. Par l'absurde, soit / G A \ {0} de degre 
e > 0. Soit X un point de H x tel que f(X) / 0. La fonction G m — > C, t — ► f(tX) = t- e f(X) 
se prolonge en une fonction reguliere sur A 1 : une contradiction. 

Enfin, montrons que Aq = A Gm n'a qu'un seul ideal maximal. On sait ([Kr], II. 3. 2) que le 
morphisme Spec(^4) — > Spec(^4 Gm ) est surjectif. Done si A Gm avait deux points fermes distincts, 
H\ aurait deux fermes G m -stables disjoints : une contradiction avec le point (b) de la proposition 
precedente. □ 



1.3 Calcul de l'espace tangent au point fixe 

L'objet de ce paragraphe est de montrer le resultat suivant : 

Proposition 1.6. L'espace tangent Tq x H\ est nul, sauf dans les cas (HI) a (H9) du theoreme 
1.1 ou il est de dimension 1. 

Notons G Vx le stabilisateur de v\ dans G. L'espace tangent en v\ a C\ = G.waU{0} est q.v\ C 
V(A). II est stabilise par Taction de G Vx . On note enfin [V(X)/g.v\] Gv >- l'espace des invariants du 
quotient par G Vx . 

Le point de depart de la demonstration est l'isomorphisme canonique : 

T Cx H x ^[V(X)/q.v x ] g ^. 
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Cet isomorphisme decoule de la proposition 1.5 (iii) de [AlBr]. En effet on peut supposer que 
l'espace vectoriel ^(A) n'est pas une droite : la variete C\ est alors de dimension superieure ou 
egale a 2, et normale. La codimension de C\\G.v\ = {0} est done superieure ou egale a 2, et la 
proposition s'applique. 



Lemme 1.7. On a G Vx = T Vx .G° x , en notant T Vx le stabilisateur de v x dans T (on a T Vx = ker(A) 
et G° x la composante neutre de G Vx . 

Preuve. Considerons la decomposition de Levi de P x = relative a T : 

Px = L X .U X . 

Comme T est un tore maximal du groupe reductif L x , on a L x = T.[L\, L\]. D'ou P\ = 
T.[L\, L\].U\ et G Vx = T Vx .[L\, L\].U\ (car [L\,L\] et U\ stabilisent v x ), d'ou le resultat, car 
[L\,L\] et U\ sont connexes. □ 

Proposition 1.8. On a une action du tore T sur l'espace [V(X)/g.v x ] Gv * . Sa decomposition en 
sous-espaces propres est : 

[V(X)/Q.v x f^ = [V(\)/q.v x ]q © [V(X)/ Q .v x ] u x 

Preuve. On observe que les poids de V(X) qui sont des multiples de A sont A et eventuellement 
et -A. 

Comme P\ stabilise Q.v\, il agit sur V(X)/q.v x et sur [V(\)/g.v\] v * et [V(X)/g.v x ] (puisque 
G Vx et G° x sont des sous-groupes distingues de P\). 

On a done une action du tore T sur [V(X)/g.v x ] Gv * , et ses poids sont des poids de V(A) qui 
sont multiples de A, car la restriction de Taction a T Vx est triviale : 



[V(X)/g.v x f^ = [V(X)/g.v x ]^ © [V(X)/g.v x f_l 



X 



(le poids A n'apparait pas car V(X) X est inclus dans Q.v x ). D'ou, selon le lemme precedent 

[V(X)/g.v x f^ = [V(X)/g.v x ]^ © [V(X)/g.v x f^ 



car T Vx agit trivialement sur le membre de droite. 



Ainsi, on a [V(X)/g.v x f^ = [V(X)/g.v x ] 3 ^ © [V(X)/q.v x ] 9 ^ 
On en deduit alors la proposition. En effet, on a : 



Qv x — U © iv x © Q- a 

a e R + , (A,a v ) = 

Tout vecteur de poids —A est invariant par les algebres de Lie ty x et 

Q- a , et tout vecteur de poids aussi s'il est invariant par u. □ 

a e R + , (A,a v ) = 

On obtient maintenant une condition necessaire pour que l'espace tangent soit non nul : 
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Proposition 1.9. 

Si \V(\)/g.v\]% + 0, alors A s'echi A = a + /? oil a £ S et (5 £ 
Si [y(A)/g.w A ] a A / 0, a/ors A s'ecrif A = 2+2 oil a £ S et (3 & 

Preuve. Soit w G V(A)o dont la classe dans F(A)/g.i;,\ est un [/-invariant non nul. On exprime 
cela a l'aide de l'algebre de Lie u de U : 

uv C qv\ et v £ gv\. 

Comme v ^ V(X) U , il existe une racine simple a telle que e a v / 0. Done e a v est un T-vecteur 
propre de Q.v\. Si e a v etait proportionnel a v\, alors t> € ^(A^-a = B- a - v \ '■ une contradiction. 
Done il existe une racine positive f3, telle que e a v est proportionnel a e_pv\. En considerant les 
poids, on obtient : a = —f3 + A. 

On verifie de meme la seconde implication. □ 
Proposition 1.10. Supposons I'espace tangent a H\ en C\ non nul, et G semi-simple. Alors 
I'image de G dans GL(V(A)) est simple ou de type A\ x A\. 
Preuve. 

L'algebre de Lie de G est un produit d'algebres de Lie simples : jj = Q± x ... x Q r , avec r > 1. 
Celle de U s'ecrit : u = Ui x ... x u r , avec Uj C Qj. 

La donnee du poids dominant A de g revient a celle d'un poids dominant Aj de Qi pour tout 
i, et 

V(\) = V(\ 1 )®c-®cV(\ r ). 

On peut supposer que tous les Aj sont non nuls. 

D'apres la proposition precedente, A est somme ou demi-somme de deux racines, on peut done 
se limiter au cas ou r = 1 ou 2. Le cas r = 1 correspond au cas ou G est simple ; supposons done 
que r = 2, et que I'espace tangent en C\ est non nul. 

Selon la proposition 1.8, il existe un vecteur non nul v appartenant a V(X)o ou V(A)-\ qui 
est [/-invariant modulo g.t>A- 

Le vecteur v n'est invariant ni par ui, ni par U2- Done il existe une racine simple ct\ de $ji 
(resp. ct2 de 02) telle que : e ai .v 7^ (resp. e a2 .v ^ 0). Comme e ai .v (resp. e a2 .v) est dans Q-v\, 
il existe une racine (3\ telle que e ai .v est proportionnel a e^^.vx (resp. une racine telle que 
e a , 2 .v est proportionnel a e-p 2 .v\). 

Supposons que v appartient a V(\)q. En considerant les poids, on a 

«1 + Pi = OL2 + P2 = A, 

done (3i est en fait une racine de 52, et /?2 une racine de gi. On a done, avec des notations evidentes 
(ai, 0) + (0, ft) = (Ai, A 2 ) et (0, a 2 ) + (/3 2 , 0) = (A x , A 2 ). 

Done 

Ai = a\ et A 2 = a 2 . 
Lorsque v appartient a V(\)-\ on en deduit de meme 

Ai = cci/2 et A 2 = a 2 /2. 
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Dans les deux cas, les algebres de Lie simples gi et 52 admettent une racine simple qui est un 
poids dominant : elles sont done de type A\. □ 



1.3.1 Cas restant a etudier 

Selon la proposition 1.9, pour que l'espace tangent en C\ soit non nul, il faut que A soit somme 
ou demi-somme d'une racine simple et d'une racine positive. On dresse ci-dessous la liste des cas 
oil l'espace tangent peut etre non nul, obtenue en calculant toutes les sommes et demi-sommes 
d'une racine simple et d'une racine positive, puis en ne gardant que celles qui sont des poids 
dominants. 

Les notations sont celles de [Bo]. 

On donne A sous la forme d'une somme de poids fondamentaux, et sous la forme de somme 
ou demi-somme d'une racine simple et d'une racine positive de toutes les facons possibles. 

(CI) G est simple de type A\, 
A = 2ui = \{oi\ + cci) 

(C2) G est simple de type A\, 
A = Auj\ = a± + a.\ 

(C3) G est simple de type A2, 
A = Soji = a± + (ai + a 2 ) 

(C4) G est simple de type A 2 , 
A = 3ll>2 = Q-2 + (ai + 02) 

(C5) G est simple de type A3, 

A = Ll>2 = \ \0L2 + ("1 + OL2 + a 3 )] 

(C6) G est simple de type A3, 

A = 2uj 2 = «2 + («i + 012 + a 3 ) 

(C7) G est simple de type A n , n > 2, 

A = uji + u n = ai + (a 2 + ... + an) = a n + («i + ... + a„_i) 

(C8) G est simple de type B2, 
\ = uj 2 = l[a 2 + (ai + a 2 )] 

(C9) G est simple de type B2, 
A = 2uj 2 = «2 + («i + 0L2) 
(CIO) G est simple de type B%, 

A = a; 3 = ^ [a 3 + (ai + 2a 2 + 2a 3 )] 

(Cll) G est simple de type B%, 

A = 2cj 3 = a 3 + (ai + 2a 2 + 2a 3 ) 

(C12) G est simple de type B n , n > 3, 

A = ll>2 = 0L2 + (ai + a 2 + 2(a 3 + ... + a n )) 
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G est simple de type B n , n > 2, 

A = ui = ai + (a 2 + ... + a n ) = a n + (ai + ... + a n -i) 

= \[ai + (ai + 2(a 2 + ••• + an))] 

G est simple de type B n , n > 2, 

A = 2oji = a.\ + (ai + 2(a 2 + ... + a n )) 

G est simple de type C n , n > 3, 
A = uji = + (ax + 2(a 2 + ••• + a n -i 



G est simple de type C n , n > 3, 

A = 2u\ = ai + (ai + 2(a 2 + ... + a n _i) + a n ) 

G est simple de type C n , n > 3, 

A = a; 2 = ai + (2(a 2 + ... + a n _i) + a„) 

= a 2 + (ai + a 2 + 2(a 3 + ... + a n _i) + a n ) 

G est simple de type D A , 

A = (j 3 = i[a 3 + (ai + 2a 2 + a 3 + a 4 )] 

G est simple de type D4, 

A = uj a = i[a 4 + (cei + 2a 2 + a 3 + a 4 )] 

G est simple de type D4, 

A = 2w 3 = a 3 + (ai + 2a 2 + a 3 + a 4 ) 

G est simple de type D 4 , 

A = 2oj 4 = a 4 + (ai + 2q 2 + a 3 + a 4 ) 

G est simple de type D n , n > 4, 

A = (Ji = |[ai + (ai + 2(a 2 + ... + a„_ 2 ) + a n _i + a n )] 
G est simple de type D n , n > 4, 

A = 2^i = ai + (ai + 2(a 2 + ... + a„_ 2 ) + a n _i + «„) 
G est simple de type D n , n > 4, 

A = a; 2 = a 2 + (ai + a 2 + 2(a 3 + ... + a n _ 2 ) + a n _i + a n ) 
G est simple de type Eq, 

A = a; 2 = a 2 + (ai + a 2 + 2a 3 + 3a 4 + 2a 5 + a 6 ) 
G est simple de type £7, 

A = cji = ai + (oil + 2a 2 + 3a 3 + 4a 4 + 3a 5 + 2a 6 + a 7 ) 
G est simple de type E$, 

X = us = as + (2ai + 3a 2 + 4a 3 + 6a 4 + 5qs + 4«6 + 3«7 + as) 

G est simple de type F 4 , 

A = uji = ai + (ai + 3a 2 + 4a 3 + 2a 4 ) 

G est simple de type F 4 , 

A = uj a = a 3 + (on + 2a 2 + 2a 3 + 2a 4 ) = a 4 + (ai + 2a 2 + 3a 3 + a 4 ) 
G est simple de type G 2 , 

A = uji = ai + {011 + a 2 ) = |[ai + (3ai + 2a 2 )] 



11 



(C31) G est simple de type G2, 

A = 2lji = a± + (3«i + 202) 
(C32) G est simple de type G2, 

A = ll>2 = «2 + (3ai + a 2 ) 
(C33) G est semi-simple de type A± x A±, 

A = (wi,wi) = i[(ai,0) + (0,ai)] 

(C34) G est semi-simple de type A± x A±, 
A = (2wi,2wi) = (ai,0) + (0,ai) 

Tous les cas se traitent de la meme maniere : selon la proposition 1.8, il s'agit de calculer 

dim[V(\)/Q.v x ]V et dim[V(\)/g.v x ]^ x . 

Des connaissances elementaires sur les modules irreductibles (pour lesquelles on renvoie a [Serr]) 
permettent de mener a bien le calcul. A titre d'exemples, on traite quelques cas representatifs 
dans les sections 1.3.2 a 1.3.4. 

1.3.2 Cas de la representation adjointe d'un groupe simple 

II s'agit des cas (CI), (C7), (C9), (C12), (C16), (C25), (C26), (C27), (C28) et (C32). 
On a V(X) =g et A est la plus grande racine. 

1) Le cas (CI) ou G est de type A\ se traite a part : g s'identifie a l'algebre de Lie des matrices 
2 x 2 de trace nulle. On pose : 

x:= (o 0) fc:= (i -1) y:= (? 0) 

La matrice x est un vecteur de plus grand poids : l'espace tangent est isomorphe a 

[ 9 / Q .x] u x = [Q/(Cx®Ch)} u x ^Cy. 

II est done de dimension 1. 

2) Dans les autres cas, A n'est pas demi-somme d'une racine simple et d'une racine positive. 
L'espace tangent est done isomorphe a [q/q-v\]q. 

Posons 

E := {7 <E R I 35 G R,j + 5 = A}. 
On a alors, en notant h\ l'element de [0a,0-a] tel que \{h\) = 2 : 

Qv x = [0, 0a] = 0A © Ch x 7 . 
Le sous-espace de poids nul de 0/0. f a est isomorphe a t/Ch\, et l'espace tangent est isomorphe 

a 

{tet\ V«g5, [Q a ,t]c d v x }/Ch x , 
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done a 

{t G t | Va e S \ E, a(t) = 0}/Ch x . 

II est done de dimension dimt — card(S \ E) — 1. Or dimt = cardS 1 . La dimension de l'espace 
tangent est done card(S' PI E) — 1. 

Comme card(S' n -E) est le nombre de fagons d'ecrire A comme somme d'une racine simple et 
d'une racine positive, on conclut a l'aide de la liste 1.3.4 que l'espace tangent est de dimension 1 
dans le cas ou G est de type A n , et dans les autres cas. 

1.3.3 Cas (C23) 

Ici, g s'identifie a Palgebre de Lie so(2n) des matrices de taille 2n x 2n antisymetriques par 
rapport a la seconde diagonale. On a une action naturelle de so(2n) sur C 2n , dont la base canonique 
est notee (e±, e n , e_ n , e_i). Le module simple V(2loi) peut etre vu comme un quotient du 
carre symetrique de C 2n : 

F(2wi) = S 2 C 2n /(eie_i + ... + e n e. n ). 
II s'agit de calculer la dimension de [V '(2u>i) / 'qv2ui 1 ]q ■ 

Notons 7r : V(2ui) — > V (2u>i) / QV2 UJ1 la surjection canonique. On remarque que it induit des 
isomorphismes : 

7t(V(2wi) ) = V(2co 1 )o, 7T(V(2u 1 ) a2 ) * K(2wi) aa , ... , 7r(y(2^) a J ^ ^(2^)^. 

Par contre, 7r(V r (2o;i) Ql ) = 0. On a done, en notant (A) la sous-algebre de g engendree par 
une partie A de q : 

[7r(V(2wi))]Jjf ^ K(2wi)J Ca2, - ,Can> = y(2wi)J ) ea2 '"" ea ' l - 1> 

car e Qn l et e an stabilisent les memes elements dans V(2u;i)o. 

Or on sait que V(2ui)o est de dimension n— 1, et V(2u;i) ai , y(2c<;i) Q , n _ 1 sont de dimension 1. 

Comme V(2u 1 Yo l n - 1> = V{2u 1 )^ = {0}, on en deduit que l'espace vectoriel V(2u>i) " 2 ' 
est de dimension 1. 

Done l'espace tangent est de dimension 1. 

1.3.4 Cas (C31) 

Les poids de V(2ui) sont : 

- avec multiplicity 3 

- a\ et ses conjugues sous Taction du groupe de Weyl, chacun avec multiplicite 2 

- ai2 et ses conjugues, chacun avec multiplicite 1 

- 2uj\ = 4qi + 2o2 et ses conjugues, chacun avec multiplicite 1. 
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Comme V(2oj\)q = {0}, l'application lineaire 

0:^(2wi) o -► F(2wi) ai © F(2o;i) a2 
w (e ai w,e a2 w) 

est injective, done bijective. 

Notons 7r : V(2cji) — ► V (2uj{) / q.v^ la surjection canonique. On remarque que it induit des 
isomorphismes 

7r(y(2a;i)o) = V(2u 1 ) et vr(F(2cJi) a2 ) ^ F(2u;i) Q2 . 

Par contre, dim7r(V(2a;i) ai ) = 1. 

On en deduit que l'application quotient 

4> : 7r(y(2wi) ) -> 7r(V(2wi) ai ) © 7r(F(2a;i) Q2 ) 

a pour noyau it(V(2uji)o) u , de dimension 1. 
Done l'espace tangent est de dimension 1. 

1.4 Conclusion 

Dans ce paragraphe, on ramene la demonstration du theoreme 1.1, a des resultats obtenus 
au §2.4 (de fagon independante). On commence par enoncer sans demonstration une consequence 
immediate du lemme de Nakayama : 

Lemme 1.11. Soit A = © rfgN un anneau gradue par N. On suppose I'anneau Aq local d'ideal 
maximal Mq. Notons M I 'ideal maximal Mo © 0^ A^ de A. Soit M = deZ un A-module 
gradue de type fini. Si M..M = M , alors M = 0. 

Le schema H\ est presque determine par le corollaire suivant du corollaire 1.5 et de la propo- 
sition 1.6 : 

Corollaire 1.12. Le schema H\ est soit une droite affine, soit un point epaissi SpecC[t]/(t N ), 
pour un entier N . 

Preuve. On garde les notations du corollaire 1.5. L'ideal M de A correspondant au point C\ de 
H\ est l'unique ideal maximal de A fixe par G m , done on a 

oo 

M = Mo ®Q)A d 

d=l 

oil Mo est l'ideal maximal de Aq. Selon la proposition 1.6, l'espace vectoriel M/M 2 est de dimen- 
sion inferieure ou egale a 1. II existe done un element homogene f de M tel que M = Af + M 2 . 
Selon le lemme precedent, M = Af. Or A s'ecrit, comme espace vectoriel A = C © M, done on 
a A = C © Cf © Cf 2 © ... = C[/]. Ainsi, Palgebre A est monogene, et comme son spectre est 
connexe (proposition 1.3), on en deduit le corollaire. □ 

Le theoreme 1.1 est done demontre dans les cas ou l'espace tangent est nul. Dans les cas ou 
il est de dimension 1, il reste a exclure les points epaissis. On va voir (§2.4) qu'a chaque fois que 
l'espace tangent a H\ en C\ est de dimension 1, il existe d'autres points fermes que C\ dans H\, 
et celui-ci est done une droite alne. 
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2 Algebres de Jordan simples et families universelles 



On va maintenant relier la classification (H) du theoreme 1.1 a deux classifications deja con- 
nues : 

- celle notee (J) des algebres de Jordan simples (theoreme 2.1) 

- et une classification notee (A) de varietes projectives a deux orbites (theoreme 2.2). 
Pour cela, on va associer de fagon naturelle 

- aux objets de (J) des objets de (A) dans §2.3 (en considerant le cone des elements de rang 
1 des algebres de Jordan simples) 

- et aux objets de (A) des objets de (H) dans §2.4 

On constatera alors que lors de ces deux operations, tous les cas sont atteints. Ainsi, pour cha- 
cun des cas du theoreme 1.1, on obtiendra a l'aide d'une algebre de Jordan simple une deformation 
non triviale du cone C\ dans V(A), qui sera en fait la famille universelle au dessus de H\ (§2.5). 

2.1 Classification des algebres de Jordan simples 

Pour plus de details concernant les algebres de Jordan, on renvoie a [Jac] ou [FaKo]. On 
appellera algebre de Jordan (complexe) une C-algebre (A, *) commutative unitaire de dimension 
finie (non necessairemant associative) telle que 

Va, b G A, a 2 * (a * b) = a * (a 2 * b). 

On peut montrer que A est associative relativement aux puissances (c'est-a-dire : toutes ses sous- 
algebres monogenes sont associatives) . 

On peut alors definir le polynome minimal d'un element a de A : c'est le generateur unitaire 
de l'ideal {P € C[X] tels que P(a) = 0} de C[X]. Un element de A est dit regulier si le degre de 
son polynome minimal est maximal. Les elements reguliers ferment un ouvert dense de A. 

II existe alors ([FaKo], prop II. 2.1) des fonctions polynomiales pi, ...,p r sur A telles que si a 
est un element regulier de A, son polynome minimal est X r + pi(a)X r ^ 1 + ... +p r (a). Chaque pi 
est alors homogene de degre i. On definit la trace et le determinant sur A par : 

tr := —p\ et det := ( — l) r p r . 

Dans la suite, on s'interesse aux algebres de Jordan simples, que l'on definit maintenant. Si a 
est un element de A, on note L(a) : A — > A, 6i-^a*61a multiplication par a. On note TV la trace 
d'un endomorphisme A — > A. Une algebre de Jordan A est semi-simple si la forme bilineaire 

Ax A — > C 
(a, b) i ► TrL(a*6) 

est non degeneree. Elle est dite simple si de plus elle n'admet pas d'ideaux non triviaux. (Dans 
ce cas, les formes lineaires a — > Tr L(a) et a — > tr(a) sont en fait proportionnelles.) 
Les matrices hermitiennes sur les complexifiees 
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des algebres de Hurwitz donnent des exemples d'algebres de Jordan simples : on note H n (R) 
l'espace vectoriel des matrices de taille n x n qui sont egales a la transposed de leur conjuguee. 
On munit H n (R) d'une structure d'algebre en posant : 

Mi *M 2 = -(M 1 M 2 + M 2 Mi). 

La classification des algebres de Jordan simples est connue ([Jac], theoreme 8 p 203) : 

Theoreme 2.1 (P.Jordan, J. von Neumann, E.Wigner). Toute algebre de Jordan simple est 
isomorphe a I'une des suivantes : 

(Jl) C © W , ou W est un espace vectoriel de dimension finie muni d'une forme bilineaire 
non degeneree (.,.). La loi de Valgebre est donnee par la formule : (t±,wi) * (t 2 ,w 2 ) = (£1*2 + 

(wi,W 2 ),tlW2 + t 2 Wl). 

(J2) H n (C ®iR),n>3 
(J3) H n (C ®iC),n>3 
(J4) H n (C®RB) ,n>3 
(J 5) H 3 (C (8>m O). 

On definit enfin le groupe de structure d'une algebre de Jordan simple A : c'est le groupe des 
automorphismes (d'espace vectoriel) de A qui conservent a un scalaire pres le determinant : 

Str(A) := {g G GL(A) \ 3u G C*,Va G A,det(ga) = udet(a)}. 

II contient le groupe Aut(A) des automorphismes d'algebre de A. Les deux groupes Aut(A) et 
Str(A) sont des groupes algebriques reductifs (mais non connexes). En fait, Aut(A)° est semi- 
simple, et Str(yl) est de centre les homotheties. 

2.2 Classification de varietes a deux orbites 

Les espaces homogenes sous Paction d'un groupe reductif admettant une completion equivariante 
par un diviseur homogene ont ete classifies par D. Akhiezer (voir [Akl] ou [HuSn] ; la classification 
est retrouvee dans [Bri] par des methodes algebriques). Dans le cas oil le diviseur est ample, on 
a : 

Theoreme 2.2 (D. Akhiezer). Soit Z une variete projective lisse. Soit D un diviseur ample de 
Z , et Q son complementaire. On suppose qu'il existe une action reguliere d'un groupe algebrique 
affine connexe T sur Z sous laquelle Q et D sont les orbites de Z. 

Soit G I'image de T dans Aut(Z), et H le stabilisateur d'un point de Q,. Alors, a revetement 
fini de G pres, on est dans un des cas suivants : 

(Al) G = SL(n + l),n > 1 , H = GL{n) et Z = F n x (F n )* . 

(A2) G = SO{n),n> 3 , H = SO(n - 1) et Z = Q{n - 1). 

(A3) G = SO(n),n> 3 , H = 0(n - 1) et Z = F n ~ 1 . 

(AJf.) G = Sp(2n), n > 2 , H = Sp(2) x Sp(2n — 2) et Z est la grassmanienne des 2-plans de 
C 2n . 
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(A5) G = F4 , H = Spin(9) et Z = Eq/P en notant P le sous-groupe parabolique maximal 
de Eq dont les racines simples sont a 2 , ...,a n (notations de [Bo]). 

(A6) G = G 2 , H = SL{3) et Z = Q(6). 

(A7) G = G 2 , H = N G (SL(3)) et Z = P 6 . 

(A8) G = Spin{7) , H = G 2 et Z = Q(7). 

(04#) G = SO{7) , H = G 2 etZ = P 7 . 
On a note Q(n) une quadrique projective lisse de dimension n. 

Les actions de SL(n+l), SO(n) et Sp(2n) sont les actions naturelles. Les actions de G 2 , Spin(7) 
et SO (7) sont deduites des plongements G 2 SO (7) via la representation de dimension 7 de 
G 2 , et Spin{7) <—> SO (8) via la representation spinorielle de Spin(7). 

2.3 Un lien entre les classifications (J) et (A) 

Dans ce paragraphe, on rappelle une definition du cone des elements de rang 1 d'une algebre 
de Jordan simple. La variete projective formee des droites de ce cone nous donne alors une variete 
a 2 orbites de la classification (A); l'orbite ouverte de cette variete correspond aux elements de 
trace non nulle. 

On obtient au passage une bijection entre les classes d'isomorphisme des algebres de Jordan 
simples complexes et les classes d'isomorphisme des espaces symetriques de rang 1 complexes (en 
effet, ceux-ci sont les quotients G/H, ou G et H sont les groupes donnes dans les cas (A 1) a 
(A5)). 

La correspondance analogue dans le cas reel (entre les algebres de Jordan simples reelles et les 
espaces symetriques de rang 1 reels compacts) est etablie dans [Hi] ; dans ce cas, tout element de 
rang 1 est de trace non nulle, c'est pourquoi l'espace symetrique des droites d'elements de rang 
1 (et de trace non nulle) est compact. 

Soit A une algebre de Jordan simple. 

Notons T la composante neutre du groupe des automorphismes de A, et V celle du groupe de 
structure de A : 

r := Aut(A) C T' := Str(A) . 

Notons C.l la droite engendree par l'element unite de A, et V le sous-espace vectoriel de A forme 
des elements de trace nulle. Alors A est somme directe des deux sous-espaces vectoriels : 

A = C.l ® V, (4) 

et cette decomposition est stable par T. On verifie (grace a la classification) que V est un T-module 
simple. 

Notons D la T-orbite fermee dans P(V) et D le cone des vecteurs primitifs de V, c'est-a-dire 
le cone affine sur D. 

On verifie egalement que comme T'-module rationnel, A est simple ; notons Z la T'-orbite 
fermee dans F(A) et Z son cone des vecteurs primitifs de A. Les elements (non nuls) de Z sont 
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appeles les elements de rang 1 de l'algebre de Jordan A. Les elements (non mils) de D sont les 
elements de rang 1 et de trace nulle. 

On remarque que D est un diviseur ample de Z : 

D = zn ¥(v) ac p(c.i e v) 

et on verifie enfin que V agit transitivement sur D et sur Z\D. 

Ainsi, a toute algebre de Jordan simple on fait correspondre un element de la classification (A) 
en prenant comme groupe G le groupe V ; on peut aussi prendre comme groupe G un sous-groupe 
ferme de V pourvu qu'il agisse transitivement sur D et sur Z\D. 

Precisement : 

- a partir de (Jl), on obtient le cas (A2) quand G est le groupe V = SO(W), mais aussi, 
en consider ant des sous-groupes stricts de T, le cas (A6) quand W est de dimension 7 et 
G = G*2 et le cas (A8) quand W est de dimension 8 et G = Spin(7). 

- a partir de (J2), on obtient le cas (A3) quand G est le groupe T = SO(n), mais aussi, en 
considerant des sous-groupes stricts de T, les cas (At) quand ra = 7 et (A 9) quand n = 8. 

- a partir de (JS), on obtient le cas (Al) avec G = V = PGL(n). 

- a partir de (J4), on obtient le cas (A4) avec G = T = Sp(2n). 

- a partir de (J5), on obtient le cas (A5) avec G = T = F±. 

On voit done que tous les cas du theoreme 2.2 peuvent etre obtenus a partir des algebres de 
Jordan simples. 

2.4 Un lien entre les classifications (A) et (H) 

Supposons que le groupe reductif connexe G agit sur une variete projective lisse Z, et que ses 
orbites sont un diviseur ample D et son complementaire Vt (de sorte que Ton est dans la situation 
du theoreme 2.2). 

Alors D est en fait tres ample, et si l'on plonge Z dans P(T(Z, Oz{D))*) en associant a tout 
z € Z l'hyperplan des sections globales qui s'annulent en z, le cone affine au-dessus de Z dans 
T(Z,Oz(D))* est normal (car selon le §2.3, e'est le cone des vecteurs primitifs d'un G-module 
simple). Ce cone affine est done le spectre de l'algebre graduee 

i?:=0T(Z, O z (dD)), 

den 

ou Ton note Oz(dD) le faisceau inversible sur Z associe au diviseur dD, et T(Z,Oz(dD)) =: i?^ 
l'espace de ses sections globales. On note an £ Ri la section canonique de Oz{D). L'algebre R 
est naturellement munie d'une structure de G-algebre rationnelle ; on munit Z de Paction de G 
correspondante (qui induit celle de G sur Z = Proj R). 

Proposition 2.3. // existe un poids dominant A ttl qut R\ st decompose comme G-module sous 
la forme 

R l =Ca D ®V{\)*. 
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Notons f I 'immersion fermee correspondant au morphisme surjectif d'algebres Sym(C<7D©F(A)*) - 
R etir le morphisme donne par la fonction reguliere gd : on a un diagramme commutatif de mor- 
phismes equivariants 

Z A 1 x V{\) 




ou A est muni de I 'action triviale de G. De plus tt : Z — > A est une famille de fonction de 
Hilbert h\ et la fibre de tt en G A 1 est le cone des vecteurs primitifs de V(X). Les autres fibres 
ir~ l (t), t / sont isomorphes d Vorbite ouverte fi. 

Preuve. 

Comme D est complet et homogene sous Taction de G, il est isomorphe a un quotient G/P, 
ou P est un sous-groupe parabolique de G contenant B. On a done un plongement i : G/P Z. 
L'image reciproque de Oz(D) par i est un faisceau inversible ample sur G/P : elle est done 
isomorphe au faisceau C\ pour un certain poids dominant A. 

On a une suite exacte de O^-modules : 

— > O z {-D) ^O z ^ i*0 G/P — > 0. 
On la tensorise par Oz(dD) : 

— O z ((d - l)D) ^ Oz(dD) — . i*C dX — . 0. 
On a done une suite exacte de G-modules de sections globales : 

— ^ R d ^ V{d\*). (5) 

Lorsque d = 1, la suite (5) est 

Comme Z se plonge dans P(ii*), l'espace vectoriel R\ n'est pas de dimension 1. De plus V(X)* 
est un G-module simple, done le morphisme f\ est surjectif, et on en deduit le premier point de 
la proposition. 

Montrons que le morphisme f d est surjectif pour tout entier d. Comme R\ contient un B- 
vecteur propre de poids A*, Rd contient un l?-vecteur propre de poids d\* , et il contient done un 
G-module simple isomorphe a V(dX*). Or en considerant la suite exacte (5) pour tout d' < d, on 
remarque que Rd-i est un sous-G-module de ®^Iq d'ou l'assertion. 

(On peut retrouver la surjectivite des fd par un argument cohomologique. En effet, selon le 
§2.3, la variete Z est une variete de drapeaux pour Taction d'un groupe G' reductif connexe, que 
Ton peut supposer simplement connexe quitte a le remplacer par un revetement fini. L'algebre 
des fonctions regulieres sur G' est alors factorielle, et le groupe de Picard de G' est nul. Selon 
[KnKrVu], prop 3.2 (i), tout faisceau inversible sur Z est done linearisable. On peut done appliquer 
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le theoreme de Borel-Weil-Bott ([Ak2] p 113 ) au faisceau inversible Oz((d—l)D). Comme celui-ci 
est ample, on obtient H 1 (Z,Oz((d — 1)D)) = 0, d'ou le resultat.) 

La fibre de tt au dessus de est le sous-cone de Z d'algebre affine graduee FL/apR- D'apres 
ce qui precede, on a un isomorphisme de G-modules 

R/a D R~®V{d\*). 

La fibre au dessus de est done le cone des vecteurs primitifs de V(X), selon la proposition 
1.3(a). 

La fibre au dessus de t ^ est la section de Z par l'hyperplan affine {ctd = t}, done est 
isomorphe a l'ouvert f2. Enfin le morphisme tt est plat car R est un C[ci£)]-niodule sans torsion : 
le morphisme tt est done bien une famille de fonction de Hilbert h\. □ 

Remarque 2.4. La deformation tt ainsi obtenue est toujours non triviale, car les fibres {7r~ 1 (t), t / 
0} sont homogenes pour Paction de G, contrairement a 7r _1 (0). 

On associe ainsi a chaque objet de (A) un schema de Hilbert invariant de la classification (H), 
et on constate que Ton obtient ainsi toute cette classification : 

- Le cas (H2) provient du cas (Al), avec n > 2. 

- Le cas (HI) (resp. (H4), (H6), (H9)) provient des cas (A2) et (AS), avec n = 3 (resp. 
n impair superieur a 5, n pair superieur a 6, n = 4). 

- Le cas (HS) provient des cas (A8) et (A9). 

- Le cas (H5) provient du cas (A4), avec n > 3. 

- Le cas (HI) provient du cas (A5). 

- Le cas (H8) provient des cas (A6) et (Al). 

En particulier, on en deduit dans chacun des cas l'existence d'un point de H\ distinct de C\, 
comme annonce au §1.4. 

2.5 Construction des families universelles 

Plagons-nous dans l'un des cas du theoreme 1.1 : le schema de Hilbert invariant H\ est 
isomorphe a la droite affine. II resulte des §2.3 et 2.4 qu'on obtient une deformation de C\ a 
partir d'une (unique) algebre de Jordan simple A, de la fagon suivante. On note Z le cone des 
elements^ de rang 1 de A, et % l'inclusion Z C A. Le morphisme donne par la restriction de la trace 
de A a Z est note tt\. Le diagramme analogue a celui de la proposition 2.3 est alors : 

Z >■ A ~ A 1 x V{\) 




A 1 

Proposition 2.5. Si A n'est pas de type (Jl), la famille tt\ est la famille universelle au dessus 
de H\ ~ A 1 . 
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Sinon on a A = C(BW ; la famille universelle est alors, avec des notations evidentes 
{(t,w) G A 1 x W | t = (w,w)} A 1 x W 




Preuve. Les families de la proposition sont les images inverses par un (unique) morphisme / : 
A 1 — > H\ de la famille universelle (car ce sont bien des families de fonction de Hilbert h\). 

On va montrer que / est injectif ; comme H\ est isomorphe a A 1 , on en conclura que / est un 
isomorphisme, et la proposition sera demontree. 

L'injectivite de / signifie que les fibres des families de sous-schemas considerees sont deux a 
deux distinctes. 

Cela est clair dans le cas ou A est de type (31) : la fibre de la famille au dessus de t G A 1 est 
la sous-variete {w G W \ t = (w,w) }. 

Dans le cas ou A n'est pas de type (31), on verifie que son element unite n'est pas somme de 
deux elements de rang 1. 

Le module simple V(X) est l'espace V de la decomposition (2). La fibre de tt\ au dessus de t G A 1 
est 

{a - i.l | a G Z et tr(a) =t} CV. 

Supposons que les fibres de tt\ au dessus de t et t' soient egales : on peut alors ecrire a — t.l = 

a' — t'.l, done (t — t').l = a' — a, done t = t'. 

Le morphisme / est done bien injectif. □ 
Le second cas de la proposition correspond aux cas (H1),(H4),(H6),(H9) ou G = SO(W) et 

V(\) = W, ainsi qu'au cas (H8) ou G = G2 et V{\) = W est de dimension 7, et au cas (H3) ou 

G = Spin(7) et V(X) = W est de dimension 8. 



3 Rigidite des cones de vecteurs primitifs 

On sait ([Ha], ex 9.8 p 267) que les deformations infinitesimales de C\ sont classifiees par un 
C-espace vectoriel note T 1 (C'a). Comme C\ est une G-variete, l'espace vectoriel T l {C x ) est un 
G-module rationnel ( [Ri] ) ; on le note dans la suite T\ . 

On voit facilement que l'espace des elements G-invariants de T\ est en fait l'espace tangent 
en C\ au schema de Hilbert invariant (proposition 3.5) ; il est done determine par le theoreme 
1.1. Dans cette partie, on determine completement le G- module : 

Theoreme 3.1. L'espace des deformations infinitesimales de C\ est nul, sauf dans les cas 
suivants : 

(Rl) Si Von est dans les cas (H2) a (H9) du theoreme 1.1, alors T\ = V(0). 

(R2) Si G = SL(2) etm>2 est un entier, alors = V(m — 2) © V(m — 4) (on indexe les poids 
de SL(2) par les entiers). 
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(m+l)(7i+l)-l\ egt 



(R3) Si le groupe s'ecrit G = SL(2) x H et le module simple V(A) = VsL( 2 )( m ) ® W, ou VgL( 2 )(m) 
est le SL(2)-module simple de plus grand poids m, et (H, W) = (SL(V), V), (SL(V), V"*) ou 
(Sp(V),V) (dans ce dernier cas, V est un espace vectoriel de dimension paire superieure 
ou egale a 2), alors T\ = VgL( 2 )(m — 2) <g> W. 

et dans les cas obtenus a partir d'un cas parmi les precedents par factorisation. 

Remarques 3.2. (1) On retrouve ainsi des faits deja connus : 

- Le cone affine sur le plongement de Segre de la variete P m x P n (dans 
rigide quand m + n > 3 (voir par exemple [KILa] thm 2.2.8). 

- Pinkham a determine dans [Pi] l'espace quand C m est le cone affine sur la courbe 
rationnelle normale de degre m dans P m ; en particulier, il a montre que dim(Z^J = 2m — 4 
(pour m > 4). II a aussi montre que si m > 5, la deformation verselle est irreductible, de 
dimension m — 1, et lisse hors de l'origine. Si m = 4, elle a deux composantes de dimensions 
3 et 1 qui se rencontrent transversalement a l'origine. 

Le cone de vecteurs primitifs C4 est exceptionnel, car c'est le seul dont l'espace des deforma- 
tions infinitesimales admet a la fois une partie G-invariante et une partie non invariante : 
T\ = V(0) © V{2). La direction G-invariante de l'espace T 4 X correspond a la composante de 
dimension 1 de la deformation verselle. 

Ainsi, on constate que dans tous les cas ou le schema de Hilbert invariant H\ n'est pas 
reduit a un point, il donne une composante irreductible de la deformation verselle de C\. 

- Svanes a montre dans [Svl] et [Sv2] que les cones affines sur les plus petits plongements 
des varietes de drapeaux de SL(n) (qui correspondent au cas ou G est simple de type A n et 
A est une somme de poids fondamentaux) sont rigides, a l'exception des cas (H2) et, pour 
n = 3, (H6) du theoreme 1.1. 

(2) Les couples (H, W) du troisieme cas du theoreme peuvent etre decrits geometriquement : ce 
sont ceux ou le groupe H agit transitivement sur les droites du module W (cela resulte par 
exemple de [Ak2] thm2 p75). 

Enfin on determine les deformations verselles des cones C\. Si on est dans le cas (Rl) du 
theoreme 3.1, la deformation verselle de C\ est donnee par le schema de Hilbert invariant H\. 
Dans le cas (R2), elle a ete determinee dans [Pi] par des equations explicites. 

Plagons-nous maintenant dans le cas (R3) du theoreme 3.1. On va decrire la deformation 
verselle de C\ a l'aide d'equations analogues a celles de [Pi]. La dimension de l'espace vectoriel 
W est n + 1, pour un entier non nul n. Le cone C\ est le cone affine dans A^ m+1 ^ n+1 ^ au dessus 
de l'image de P 1 x P n par le plongement 

pi x pn >. p(m+l)(n+l)— 1 

([a:b},[c ,...,c n ]) — > [aPV"-**]^ 

On note ici ce cone C mn . Son ideal homogene est engendre par les mineurs 2 x 2 de la matrice 



£00 x 01 



Xo m -i 
Xq m 



Xw 
211 



xu 
X12 



X\ m—1 
X\ m 



XnO X n i 
Xnl X n 2 



Xn m—1 
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Proposition 3.3. La deformation verselle de C mn est la deformation 5J au dessus du spectre de 
I'anneau C[[t]] des series formelles en les (ou < i < n et 1 < j < m — 1) definie par les 
mineurs 2 x 2 de la matrice 



XOQ ■ ■ ■ X m-2 %0 m-1 

^01 —toi ■ ■ • Xq m _i — to m-1 Xq m 



XnO ' X n m—2 X n m —l 

Xnl tfil ' ' ' X n m—l tn m—l X n m 

(6) 

On demontre le theoreme 3.1 dans les parties 3.1 a 3.3, et la proposition 3.3 dans la partie 
3.4. On rappelle d'abord quelques faits connus. 

Notons Tc x et Tv(\) ^ es faisceaux tangents respectifs de C x et V(X), et Mc x le faisceau normal 
de C\ dans V{\). On a ^V(a) = ®V(\) ® V(X). Comme C\ est normal, Tc x et Mc x sont des 
faisceaux reflexifs. 

Les deformations infinitesimales de C x se plongent en fait toutes dans V(X), et Ton a une suite 
exacte ([Ha], ex 9.8 p 267) 

H\C x ,Tc x ) — > H°(C x ,T vw \c x ) — > H°(C x ,M Cx ) — T, 1 0, 

c'est-a-dire 

— > tf (C A , T C J — > ^°(C A , O c J 0c V(X) — > H°(C x ,Af Cx ) — T A X — 0. (7) 

On peut supposer Ca de dimension superieure ou egale a 2 ; on note £a := Ca \ {0} le cone 
epointe. La suite exacte ci-dessus s'identifie alors a la suivante (avec des notations analogues) 

_> H°(E x ,T Ex ) — > iJ°(EA, O b J ® c F(A) — > H°(E x ,Af Ex ) — > 7* — 0. (8) 

Or comme £\ est lisse, on a la suite exacte courte 

— > T £a — > Ba ® c V(X) — > A/" £a — > 0. 

On en deduit la proposition suivante, due a Schlessinger ([Sc]) : 
Proposition 3.4. On a une suite exacte : 

— ► T\ — > H\E x ,T Ex ) — > H\E x ,0 Ex ) C ^(A). 

3.1 Preliminaires 

On commence par determiner la partie invariante de l'espace T A : 
Proposition 3.5. On a un isomorphisme canonique 

{Tl) G ^T Cx H x . 

Ainsi, l'espace (T A ) G est nul, sauf dans les cas (HI) a (H9) du theoreme 1.1, ou il est de dimension 
1. 
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Preuve. 

En prenant les G-invariants de (7), on obtient la suite exacte de G- modules de [AlBr], prop 
1.13 : 

— H°(C x ,T Cx f — (H (C x ,O Cx ) ® V(X)f — > T Cx H x — > (T A 1 ) G — > 0, 

qui s'ecrit dans notre cas ([AlBr], prop 1.15 (Hi)) : 

— > [s-«a] G ^ — > V(A) G ^ _> t Ca F a — (T A X ) G — 0. 

Comme ses deux premiers termes sont de dimension 1 : 

[g.v x f^ = V(X) G ^ = Cv x , 

on en deduit le resultat. □ 
Ainsi, on a montre que la partie G-invariante etait bien celle annoncee dans le theoreme 3.1. 
On va maintenant determiner les autres composantes isotypiques de T A . 

On note X x la variete de drapeaux G/P\,etir: E x — > X x la surjection naturelle. On remar- 
que que E x est l'espace total du faisceau C x prive de la section nulle, done it est un morphisme 
affine lisse. 

Proposition 3.6. On a une suite exacte de faisceaux G-linearises sur X x : 

— > C dx — ► k*Te x — ► Cox ® T Xx — ► 0, 



done une suite exacte de G-modules : 

($H\X x ,C dX )^H\E x ,T Ex )^($H\X x ,C dX ®T Xx )^($H\X x ,C dX ). (9) 



Preuve. 

Comme le morphisme 7r est lisse, on a la suite exacte courte 

o — 7; — t £a — > tt*t Xa — > o. 

On remarque que le faisceau tangent a ir est isomorphe a Oe x - Puis, comme tt est affine, on a 

— ► 7r*7Jr — ► it*Te x — ► n*n*Tx x — ► 0, 

d'ou la suite exacte de faisceaux annoncee, car tt^T^ ~ (i& de %£-d\, et, selon la formule de projec- 
tion, tt^*T Xx ^ deZ C dX (g) T Xa . 

La suite exacte de G-modules donnee en decoule aussi, car, comme ir est affine, 
H l (E x ,T Ex )^H l (X Xl ^T Ex ). □ 

La suite exacte (9) nous permettra de demontrer le theoreme 3.1 dans certains cas, a l'aide 
du theoreme de Borel-Weil-Bott ([Ak2], thm pi 13). 



24 



Notons Q\ l'unique sous-groupe parabolique de G conjugue a P\ et contenant le sous-groupe 
de Borel B~ oppose a B ; on voit naturellement Q\ comme un point de X\ = G/P\. Regardons, 
pour appliquer le theoreme de Borel- Weil-Bott, quels sont les poids de Taction de T sur les fibres 
Cd\\{Q x } et ^xJ{Q A } — fl/l A '■ le tore T agit sur le premier espace avec le poids dX* ; les poids du 
second sont les racines positives de G qui ne sont pas des racines de Q\. 

Si W est un (^-module rationnel, on note V(PF) le 0x A -module G-linearise dont la fibre en 
Qx est W. On rappelle (voir [Gros] ou [Jan]) que l'espace des sections globales de V(W) est le 
G-module induit par le QA-module W : 

H°(X x ,V(W)) = Ind% x (W) 

et les groupes de cohomologie de V(W) donnent les foncteurs derives a droite du foncteur Indg, A : 

W(X x ,V(W)) = Rnnd% x (W). 

Dans toute la suite, on note simplement Ind le foncteur Indg A . 
Si fi est un caractere de Q\, on definit le QA" m odule 

W[p] := C M 0c W, 

ou C M est la droite ou Q\ opere avec le poids fi. 

On note enfin * Paction tordue du groupe de Weyl sur A : si w est un element du groupe de 
Weyl, et un poids, on pose w* n := w(n + p) — p, ou p est la demi-somme des racines positives. 

Proposition 3.7. Soit d G Z. Si l'espace H 1 (X\, Cd\) est non nul, alors V(X) est en fait un 
SL(2) -module, et Vaction de G se factorise sous la forme G — > SL(2) — ► GL(V(A)). 

Preuve. Si d > 0, on sait que tous les groupes de cohomologie de Cd\ sont nuls sauf en degre 0. 

Supposons d < 0. Selon le theoreme de Borel- Weil-Bott, H 1 (X\, C^x) est nul ou irreductible, 
et on a H l {X\, Cd\) — V{p) si et seulement si il existe une racine simple a et un poids dominant 
fi tels que 

s a * (i = d\*, 

en notant s a la reflexion simple associee a a. On en deduit 

p,-dX* = (1 + (a v ,/i))a. 

La racine simple a est done un poids dominant : e'est une racine simple de G isolee dans son 
diagramme de Dynkin. Notons LO a = a/2 le poids fondamental associe a a. Le poids —dX* est 
proportionnel a uj a , et A = A* aussi, d'ou le resultat. □ 

Proposition 3.8. Lorsque d > 0, on a H 1 (X\, Cd\ Tx x ) = 0. 

Preuve. C'est une consequence du fait suivant (c/. [Bro], thm2.2) : notons T*X\ le fibre cotangent 
de X\ = G/P\, et p : T*X\ — > X\ la projection canonique. On a, pour tout i > 1, 

H i (T*X x ,p*C dX ) = 0. 
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Selon la formule de projection, 

/*/*4tt = £dx ® /*0t*x a = CdX ® Sym(T XA ), 
oil Sym(73c A ) = 0fc 6 ^ S fe 7x A est Palgebre symetrique du C?x A -module Tx x . Ainsi, 

($H\X x ,£ dX ®$ k T Xx ) = 0, 

fceN 

et la proposition en decoule en prenant i = k = 1. □ 

3.2 Cas ou le groupe G est simple 

Dans ce paragraphe, on etablit le theoreme 3.1 dans le cas ou G est un groupe simple. 

Le §3.2.1 concerne le cas ouG = SL(2). L'espace des deformations infinitesimales a alors ete 
determine dans [Pi] ; on donne cependant une preuve simple de ce resultat, qui a l'avantage de 
fournir la structure de SL(2)-module de TjJ. 

Le cas des autres groupes simples est traite dans le §3.2.2. 

3.2.1 Cas oil G = SL(2) 

On note H le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires inferieures ( J . On 



x x 1 t 

identifie le groupe des poids de SL(2) a Z, de sorte que les poids dominants sont les elements de 
N. Le poids dominant A est done un entier, que Ton note ici m. On suppose m > 1 ; on a done 
Qx = B~. 

Pour determiner TjJ, on utilise la suite exacte (8). Comme ir est affine, on a la suite exacte 

-> H (X x ,7ra Ex ) ^ H (X x ,tt*O Ex ) ® V(X) ^ H°{X x ,k*Ne x ) -> T x -> 0. 

On remarque que les fibres respectives en Q x des faisceaux G-linearises tt^Te^, tt*Oe x <8> V(X) 
et 7t*A/e a sont les Q A -modules gradues 

0B«_ A [md] , 07(m)H et V(m)/flu_ A M, 



et que les morphismes f et g sont les images par le foncteur Ind des morphismes de modules 
gradues qui forment en chaque degre d une suite exacte courte : 

— ► QV- X [md\ — > V{m)[md] — > V (m) / Qv_ x [md\ — > 0. 

Considerons la suite exacte longue associee a cette derniere 

-> Ind( S «_ A [md]) ^ Ind(F(m)[md]) ^> Ind(y(m)/ t;_ A [md]) -> R 1 Ind( S «_ A [md]) -» ... 

(10) 
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On a 

Tx = coker 

Pour connaitre coker g^, on remarque qu'on a des isomorphismes de QA-modules : 
Qv-x ^ V(l)[-m + 1] et V(m)/Qv^ x - V{m - 2)[2], 

done 

Qv_ x [md] ~ V(l)[m(d - 1) + 1] 

et 

V(m) /gw_ A [^d] =iV(m-2) [md + 2] . 
La suite exacte longue (10) devient alors 

-» V(l) ® V(m(d - 1) + 1) ^ V(m) V(md) -^U V(m - 2) <g> + 2) 

-» i? 1 Ind(y(l)[(m(d - 1) + 1]) -» ... 

On peut alors conclure : 
Supposons m > 3 : 

- si d < 0, on a V(m — 2) F(md + 2) = 0, done coker = 0. 

- si d > 1, montrons que i? 1 Ind(V(l)[m(<i — 1) + 1]) = : considerons la suite exacte de 
QA- m °dules suivante 

— ► C[m(d - 1)] — ► V(l)[m(d - 1) + 1] — ► C[m(d - 1) + 2] — > 0. 

La suite exacte longue associee (relativement au foncteur Ind) s'ecrit 

... — > — ► R 1 lnd(V{l)[m{d - 1) + 1]) — > — ► ... 

Ainsi le morphisme gd est surjectif : coker = 0. 

- si enfin d = 0, on remarque que coker go = V(m — 2) V(m — 4). 

Si m = 2, le conoyau de gd est nul si d ^ —1, et on a coker g_i = V(0). Done on a toujours 
= V(m - 2) V(m - 4). 

3.2.2 Autres groupes simples 

On suppose maintenant que G est un groupe simple de type autre que A\, et il s'agit de 
montrer que les seules deformations infinitesimales de C\ sont celles qui proviennent du theoreme 
1.1. 

Selon la proposition 3.5, il ne reste qu'a montrer que le groupe G agit trivialement sur l'espace 
T\ (ie tous les elements de l'espace sont G- invariants) . 

En vertu de la proposition 3.7, la suite exacte (9) donne ici 

H\E X , T Ex ) — H\X X , C dX ® T Xx ). 
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II ne reste done plus qu'a montrer que pour tout d et pour tout poids dominant jjl non nul, la 
composante isotypique H 1 (X\, £d\ <8> Tx x )u) est nulle. 

Pour cela on va utiliser le lemme et la proposition suivants. Les notations sont celles de [Bo]. 

Lemme 3.9. Soit R un systeme de racines irreductible muni d'une base S. Soit a un element de 
S. Alors il existe une racine positive longue 7 telle que (7 V , a) = —1, sauf dans les cas suivants : 

- si R est de type A\. 

- si R est de type B2 et a = oi\ est la racine simple longue. 

- si R est de type C n , avec n > 3 et a = a n est la racine simple longue. 
Lorsqu'une telle racine 7 existe, elle n'est pas unique, sauf dans les cas suivants : 

- si R est de type A2. 

- si R est de type B2 et a = 02 est la racine simple courte : seule 7 = a\ convient. 

- si R est de type C n , avec n > 3 et a = on, i = l...n — 1 est une racine simple courte : seule 
7 = 2ctj + i + ... + 2a n -i + a n convient . 

- si R est de type G2 : pour a = a±, seule 7 = Q2 convient; pour a = Q2, seule 7 = 3qi + Q2 
convient. 

Preuve. Traitons d'abord le cas ou toutes les racines de R sont de meme longueur. Si R est de 
type Ai, il n'y a rien a prouver ; on suppose done que R est de type A n (n > 2), D n (n > 4), Eq, 
E-j ou Eg. L 'existence de 7 est claire : toute racine simple reliee a a dans le diagramme de Dynkin 
de R convient. Montrons que si R n'est pas de type A2, 7 n'est pas unique. Cela est clair si a est 
reliee a plusieurs racines simples dans le diagramme de Dynkin. Sinon, notons j3 la seule racine 
simple reliee a a. Le sous-systeme de racines R' de R de base S' := S \ {a} est un systeme de 
racines irreductible, de rang superieur ou egal a 2. On sait qu'il admet plusieurs racines 7 telles 
que (3 a pour coefficient 1 dans Pecriture de 7 dans la base S' (voir par exemple [Ak2], prop 1 p 
126). Toutes ces racines 7 conviennent clairement. 

Supposons maintenant que R est de type B n , avec n > 3. Si a est une racine simple longue, 
on est ramene au premier cas, car les racines longues de R forment un systeme de racines de type 
A3 si n = 3, et D n sinon. Sinon, a = a n , et la racine 7 = cnj + ... + a ra _i convient pour tout 
i = l...n — 1. 

Supposons que R est de type F4. Si a est une racine simple longue, on est ramene au premier 
cas, car les racines longues de R forment un systeme de racines de type D4. Si a = 03 = £4, alors 
7 = ei — €4 convient pour tout i = 1, 2, 3. Si a = 04 = (ei — £2 — £3 — £4)/2, alors 7 = £j + £j 
convient pour tout 2 < i < j < 4. 

Enfin, on verifie aisement les assertions du lemme concernant B2, C n (n > 3) et G2. □ 

Proposition 3.10. Soit R un systeme de racines irreductible muni d'une base. On suppose que 
R n'est pas de type A\ . 

Soient a une racine simple, (3 une racine positive, et N > 2 un entier, tels que Na + (3 est 
un poids dominant. Alors N = 2, et on est dans I'un des cas suivants : 

- si R est de type A2, on a 2oi\ + ct2 = 3wi et 2ct2 + ol\ = 3ll>2- 

- si R est de type B2, on a 2ct2 + ct\ = 2uJ2- 

- si R est de type C n , on a 2ct\ + (2«2 + 203 + ... + 2a n -\ + a n ) = 2oj\. 

- si R est de type G2, on a 2ct\ + 02 = 3wi. 
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Preuve. Traitons d'abord le cas ou il existe plusieurs racines positives longues 7 telles que 
(7 v ,a) = —1. Soit 7 une telle racine, que Ton suppose distincte de (3. On a (7 V , Na + (3) = 
—N + (7 v ,/3) > 0. D'ou N < (7 v ,/3) < 1, car 7 est une racine longue distincte de (3. 

Pour conclure, on etudie un a un les cas du lemme precedent ou il n'existe pas de racine 7, 
ainsi que ceux ou il existe une unique racine 7 (selon le premier point de la demonstration, on 
peut alors supposer (3 = 7). □ 
Proposition 3.11. Le groupe G agit trivialement sur ^(Xx, Cd\ ®Tx x )- 
Preuve. Selon la proposition 3.8, on peut supposer d < 0. 

Ann d'appliquer le theoreme de Borel-Weil-Bott, on considere une suite de Jordan-Holder du 
QA" m odule q/(\\, c'est-a-dire une suite decroissante 

/q A = Wq D W\ D ... D W r = 

de Q^-rnodules telle que les quotients Wj/Wj+i sont des modules simples. 

Soit (i un poids dominant non nul. On veut montrer que la composante isotypique 

H\X x ,C dX ® T Xx ) M = R 1 lnd(Q/q x [d\*]) (p) 

est nulle. 

Pour tout i, on a une suite exacte 

— > W i+1 [d\*] — > Wi[dA*] — . (Wi/W i+ i)[dA*] — » 0, 

done une suite exacte sur les composantes isotypiques 

RHndiWi^dX*})^ - ^Ind^fdA*])^) -> i? 1 Ind((W i /W i+1 )[dA*]) (/l) . 

II suffit done de montrer que pour tout i, on a 

i? 1 Ind((^/^ +1 )[ ( iA*]) (M) = 

et la proposition sera prouvee. 

Supposons le contraire : selon le theoreme de Borel-Weil-Bott, il existe une racine simple a 
telle que 

s a * fx = dX* + (3, 

oil (3 est le plus grand poids de Wj/Wj+i (e'est done une racine de G qui n'est pas une racine de 
Qx). On en deduit 

H - dX* = Na + (3, 

en posant 

N:=l + (a v ,/i) > 1 

Comme d < 0, le poids Na + (3 est dominant : la racine simple a et la racine positive (3 sont 
done donnees dans la liste du §1.3.1 (si N = 1) ou de la proposition 3.10 (si N > 2). Ici, on 
remarque de plus que : 

- Le poids Na + (3 est la somme de deux poids dominants /x et — dX* non nuls. 

- On a (q v , ji) = si et seulement si N = 1. 

- On a (/3 V , A*) / (car /3 n'est pas une racine de Q\). 

En consultant les deux listes, on constate immediatement que cela est impossible (si G n'est 
pas de type A\). □ 
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3.3 Cas ou le groupe G n'est pas simple 

On suppose dans cette partie que le groupe G est de la forme G 1 x G 2 . Le sous-groupe de 
Borel B de G s'ecrit B = B 1 x B 2 ; de meme pour le tore maximal T = T 1 x T 2 . La representation 
V(A) de G s'ecrit V(\) = V(\\) ® V{\2), ou Ton suppose les poids dominants respectifs Ai et A2 
de G l et G 2 tous les deux non nuls. 

On note P Xi le stabilisateur dans G % de la droite des vecteurs de plus grand poids de V(Xi). 
On a P x = P Xl xP X2 . 

Notre variete de drapeaux est done un produit X x = X Xl x X\ 2 , ou Ton note X Xi la variete 
de drapeaux G l /P\ i . On note pi : X\ — > X Xi les projections canoniques. 
On a 

C x =p* 1 £\ 1 ®p* 2 £\ 2 , 

et 



On remarque que selon la proposition 3.7 

H\E x ,0 Ex ) = ($H l (X x ,£ dX ) = 0. 

La proposition 3.4 donne done 

T\ — H 1 (E x ,Te x ). 

Cet isomorphisme est aussi consequence de [Sern] prop II. 5. 8 (ii). En effet, dim(CA) = dim(XA 1 )+ 
dim(X X2 ) + 1 > 3. Comme C x est Cohen-Macaulay [Ra], sa profondeur en est superieure ou 
egale a 3. 

3.3.1 Cas oil G = SL(2) x SL(2) 

On note encore H le groupe des matrices unipotentes triangulaires inferieures de taille 2x2. 

On ecrit le poids dominant de G sous la forme A = (m,n), ou Ton peut supposer les entiers 
met n tels que m > n > 1. 

Pour calculer H l {E x ,T Ex ) H 1 (X X , ir*T Ex ), on va utiliser une resolution du faisceau G- 
linearise vt*Te a . Sa fibre en Q x est le QA" m odule 

®Q/Qv_ x [md, nd]. 

d<=z 

D'ou 

H\E X , T Ex ) = R 1 Ind( / B ,_ A [md, nd]). 
d<=z 

Soit dgZ. On remarque que 

Q v _ x = (f) x t))®U,_ x , 
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ou le stabilisateur ty A de V-\ dans t est une droite QA-invariante. 
On a done une suite exacte de QA-modules 

— ► C[md, nd] — > g/(f) x f))[md, nd] — ► Q/g v _ x [md,nd] — > 0. 

D'ou une suite exacte longue 

... -» i? 1 Ind(C[md,nd]) -> i? 1 Ind(g/(f) x f))[md,nd]) -> i? 1 Ind(fl/g„_ A [md, nd]) 

-^i? 2 Ind(C[md,nd]) # 2 Ind(g/(fj x f))[md, nd]) -> ... 
Proposition 3.12. (%) L'espace R 1 Ind(C[md, nd]) est md pour tout d. 

(%) L'espace i? 1 Ind(g/(f} x f))[md, nd]) est nul sauf si d = —1 et n = 1. Dans ce cas zZ t>awt 
V(m-2,1). 

f5j Ze noyau de est nul, sauf si d = — 1 et (m,n) = (2,2) et si d = —2 et (m,n) = (1,1). 
Dans ces deux cas (qui correspondent au cas (H9) du theoreme 1.1) il vaut V(0, 0). 

Preuve. 

(1) Cela decoule immediatement du theoreme de Borel-Weil-Bott (ou simp lenient de la coho- 
mologie des faisceaux inversibles sur P 1 x P 1 ). 

(2) On remarque qu'on a Pisomorphisme de Q,\- mo dules 

g/(f) x t))[md,nd] ~ V(0, l)[md,nd + 1] V(l, 0)[md + 1, nd], 

avec par exemple 

i? 1 Ind(V(0,l)[md,nd + 1]) = V(0, 1) <8> i? 1 Ind(C[md, nd + 1]). 

Selon le theoreme de Borel-Weil-Bott, pour que l'espace R 1 Ind(C[md, nd + 1]) soit non nul, 
il faut que les entiers md et nd + 1 soient l'un positif, l'autre strictement negatif. Comme md et 
nd sont de meme signe, on a necessairement md < et nd+ 1 > (done d = — 1 et n = 1). Dans 
ce cas, 

R 1 lnd(y(0, l)[md, nd + 1]) = V(0, 1) ® V(m - 2, 0) = V(m - 2, 1). 

II faut done que Ton ait m > 2. 

De la meme fagon, on obtient que R l Ind(F(l, 0)[md+l, nd]) est toujours nul, car on a suppose 
m > n. 

(3) On va en fait determiner le conoyau de l'application transposee t hd- Selon le theoreme de 
dualite de Serre ([Ha] III. 7), on a un isomorphisme fonctoriel 

R 2 lnd(W)* ^Ind(W*[-2,-2]) 

pour tout QA-module W (car la fibre en Q\ du faisceau anticanonique de X\ est C[— 2, —2]). 

Supposons que le conoyau de l'application 

Ind([g/(f) x h)]*[-md - 2, -nd - 2]) Ind(C[-md - 2, -nd - 2]). 
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est non mil. 

Pour que l'espace d'arrivee de t hd soit non nul, il faut que M := —md — 2 et N := — nd — 2 
soient positifs. Cet espace est alors le module simple V(M,N), et il faut que Papplication t hd 
soit nulle. 

Comme dans la demonstration de (2), on remarque que l'espace de depart de t hd est une 
somme directe : 

Ind([g/(f) x t))]*[-md-2,-nd-2]) ~ V(0, 1)[M,N — 1] © V(1,0)[M - 1,7V]. 

II faut done que les deux composantes de t hd soient nulles. La premiere composante est l'image 
par Ind du morphisme j de la suite exacte courte suivante 

► C[M,N - 2] ► V(0,1)[M,N - 1] — U C[M,N] > 0. 

Le conoyau de la premiere composante se plonge done dans l'espace R 1 Ind(C[M, N — 2]). 
Selon le theoreme de Borel-Weil-Bott, pour que ce dernier espace soit non nul, il faut N — 2 < —2, 
done N = 0. On montre de meme, a l'aide de la seconde composante de que M = 0. 

Enfin, dans le cas ou (M, N) = (0, 0), le conoyau de -^-^ V(0) est bien V(0). □ 

3.3.2 Autres cas 

Lorsque les actions de G 1 et G 2 se factorisent par SL(2) : 

G l — SL(2) — ► GL(V(Aj)), 

on est dans la situation du §3.3.1 ; on suppose done que Paction de G 2 ne se factorise pas par 
SL(2). 

Proposition 3.13. (1) L'espace H 2 (X x ,£d\) est nul pour tout entier d. 
(2) On a done un isomorphisme = © deZ H l (X\, Cd\ <8> 1x x ). 
Preuve. 

(1) On rappelle que si d > 0, tous les groupes de cohomologie de Cd\ sont nuls sauf en degre 
0, et si d < 0, le groupe de cohomologie de degre est nul. On peut done supposer d < 0, et on 
a, selon la formule de Kiinneth ([Da] p32) 

H 2 (X x ,C dX ) = H 1 (X Xl , C dXl ) <8) H 1 (X X2 , C dX2 ) . 

Or selon la proposition 3.7 et l'hypothese faite sur A2, on a H l (X X2 , C dX2 ) = 0, d'ou le resultat. 

(2) Selon le point (1) et la proposition 3.7, la suite exacte (9) s'ecrit 

— H\E x ,T Ex ) — QH\X x ,£dX ® T Xx ) — > 0, 

d'ou le resultat. □ 
La proposition suivante acheve done la demonstration du theoreme 3.1 : 
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Proposition 3.14. L'espace ^(Xx, Cd\<8>Tx x ) estnul, sauf dans les cas suivants (a factorisation 
pres) : 

- Si G = SL(2) x SL(n) et d = — 1 et A = (to,oji), alors il vaut Va,i J (2)( m — 2) <8> V(a;i). 

- Si G = SL(2) x SL(n) ei d = — 1 et X = (m,uj n ), alors il vaut VsL(2)( m — 2) <g) F(u; n ). 

- Si G = SL(2) x Sp(2n) d = — 1 et X = (m,uji), alors il vaut VgL(2)( m — 2) (g> V(o;i). 
Preuve. Selon la proposition 3.8, on peut supposer d < 0. On a 

C dX ® T Xa = (pj (£ dAl ® T Xai ) ® p 2 (£ dA2 )) (pj (C dXl ) ® p£ (£<iA 2 ® ^x A2 ) ) • 

Done, selon la formule de Kiinneth, 

F 1 (X A , £ dA ®T Xx )= H 1 (X Xl , £ dAl ) ® F° (X A2 , C dX2 ® Tx A2 ) . 

En effet, comme d < 0, on a 

# (X Xl , £ rfAl ) = H (X Aa , £ dA2 ) = 
et selon la proposition 3.7 (grace a l'hypothese faite sur A2), on a 

H 1 (Xx 2 ,Cd\ 2 ) = 0. 

Si Taction de G 1 sur V(Ai) ne se factorise pas par SL(2), on aura egalement H l (X\ 1 , Cd\ 1 ) = 0. 
On peut done supposer que G 1 = SL(2), de sorte que H 1 (X\ 1 , Ld\ x ) est non nul, et vaut 
V(— dX\ — 2) (on considere desormais Ai comme un entier). 

II reste a calculer l'espace des sections globales H°(X\ 2 ,£d\ 2 ® ?~x X2 ). 

Remarquons tout d'abord que sa partie G-invariante est nulle : en effet, selon l'isomorphisme 
(ou C est la droite munie de Paction triviale de G) 

Hom G (C,Ind( 2 /qA 2 [dA;])) * Hom^ (C, g 2 /qA 2 [dX* 2 ]), 

la partie G-invariante est isomorphe a l'espace des Q\ 2 -invariants suivant : 

(Q 2 /qx 2 [dX* 2 ])^. 

Supposons par l'absurde ce dernier espace non nul. Ses elements sont en particulier de poids 
nul pour le tore T : ils admettent done un representant dans g 2 dont le poids est une racine 
positive (3 de g 2 telle que 

P + dX* 2 = 0. 

On en deduit d'une part que Ton peut supposer que le groupe G 2 est simple (car son action sur 
V(X 2 ) se factorise par celle d'un groupe simple), et d'autre part que la racine positive (3 est une 
racine dominante. Or on sait qu'alors le sous-q A2 -module de g 2 engendre par g 2 ^ contient g 2 pour 
toute racine simple a de g 2 . 

Ainsi, toute racine simple de g 2 est une racine de q Aa , et q Aa = g 2 : une contradiction. 
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Determinons maintenant les autres composantes isotypiques de l'espace des sections globales : 
soit \i un poids dominant de G 2 non mil. Supposons que H°(X\ 2 , Cd\ 2 <8> Tx X2 )( p ) est non nulle. 

Comme dans la demonstration de la proposition 3.11, appliquons le theoreme de Borel-Weil- 
Bott a l'aide d'une suite de Jordan-Holder du Q^-module 2 /<U 2 - 

On obtient qu'il existe une racine positive (5 de G 2 telle que 

(3 + d\* 2 = n. 

Comme d < 0, pour que f3 + d\ 2 soit dominant, il faut que Paction de G 2 sur V(\2) se factorise 
par un groupe simple ; on suppose done que G 2 est un groupe simple. 

On remarque que /3 = fx — d\ 2 est un poids dominant, non fondamental (car /i et — d\ 2 sont 
tous les deux non nuls). 

Or les seules racines dominantes des systemes de racines irreductibles qui ne sont pas des 
poids fondamentaux sont 

- la plus grande racine oj\ + oj n des systemes de racines de type A n (n > 1). 

- la plus grande racine 2oj\ des systemes de racines de type C n (n > 2). 

On a done d = —1, et Ton est dans l'une des deux situations suivantes (a revetement fini de 
G 2 pres) : 

- On a G 2 = SL(ro) (n > 2), et /U = A2 = oj\ ou fi = A2 = w n . 

- On a G 2 = Sp(2n) (n > 2), et /x = A 2 = uj x . 

II ne reste plus qu'a verifier que dans ces deux cas, l'espace T\ est celui annonce (la seule 
autre possibilite est qu'il soit nul). 

En utilisant les notations analogues a celles de la demonstration de la proposition 3.11 (en 
remplagant G par G 2 ), on a pour tout i une suite exacte 

-> lnd(W i+1 [d\* 2 ]) (p) -> Ind(Wi[dX* 2 }) (p) -> Ind(^/^ +1 [^]) M -> i? 1 Ind(W i+ i[dA^]) (/l) . 

Selon cette meme demonstration, on a 

^IndtWi+iM)^) = 

pour tout i On en conclut facilement que 

tf°(X A2 ,Aa 2 ®r XA J = Ind(W [^]) = F(A 2 ) 

dans les deux situations. □ 

3.4 Demonstration de la proposition 3.3 

On va d'abord demontrer que la deformation 2J de la proposition 3.3 est plate (proposition 
3.16). Elle est done deduite de la deformation verselle de C mn par un changement de base. On 
montrera ensuite (proposition 3.17) que la differentielle du changement de base est un isomor- 
phisme (de l'espace tangent a SpecC[[t]] vers l'espace des deformations infinitesimales de C mn ), 
ce qui demontrera la proposition 3.3. 
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Soit N un entier superieur ou egal a 2. On munit l'ensemble des monomes de l'anneau de poly- 



JV+l 



nomes C[x\, ...,xn,z] de l'ordre lexicographique : si mi = x^ 1 ...x^f z aN+1 et ni2 = xf 1 ... 
sont deux monomes distincts, alors rri\ < m 2 si et seulement si «j < pour le plus petit indice i 
tel que Oj ^ Pi. 

On renvoie a [Ei] p 332 pour la definition d'une base de Grobner. Le lemme suivant est une 
application immediate du critere de Buchberger ([Ei] p 338) : 

Lemme 3.15. Soient s±, sjy des nombres complexes. Notons gij le mineur 2x2 de la matrice 

x X\ ■ ■ ■ XN-l 

X\ — S\Z X2 — S2Z ■ ■ ■ XN — SnZ 

obtenu en prenant les colonnes i et j. La famille (gij)i<j est une base de Grobner de I'ideal qu'elle 
engendre. 

On reprend maintenant les notations de la proposition 3.3. 
Proposition 3.16. Notons X la famille de sous schemas fermes 



C 



SpecC[t,x] = A( m - 1 X n+1 ) x A( m+1 )( n+1 ) 



SpecC[t] = A^- 1 )^ 1 ) 



definie par les mineurs 2 x 2 de (6). La famille X est plate au dessus de A^ m 1 )( n+1 ). 
Par consequent la famille 53 est plate. 

Preuve. On va montrer que Padherence schematique X de X dans A( m_1 ^ n+1 ^ x p( m + 1 )( n + 1 ) es t 
une famille plate sur A( m_1 ^™ +1 \ ce qui donnera le resultat. 

Pour cela, il suffit ([Ha] thm 9.9 p 261) de montrer que le polynome de Hilbert de la fibre X s 
de X au dessus de s = (sij)ij (vue comme un sous-schema ferme de p( m + 1 )(™+ 1 )) est independant 
de s. 

L 'ideal homogene I s de X s est engendre par les mineurs 2 x 2 de la matrice 



xoo 
xqi - s m z 



XO m-2 
XQ m-l — So i 



XO m-l 
-\Z Xo va 



XnO 
Xnl S n \Z 



Xn m—2 
Xn m—1 S 



Xn m—1 
n m—\Z X n m 



ou z est une indeterminee supplementaire. Selon le lemme precedent, ceux-ci ferment une base 
de Grobner pour l'ordre lexicographique tel que Xij < x^i si i < k ou si i = k et j < I, et tel que 
z soit la plus petite indeterminee. 

On remarque que les termes initiaux de ces mineurs 2 x 2 ne dependent pas de s. Selon [Ei] 
Thm 15.3 p 329, le C-espace vectoriel quotient C[x, z]/I s admet done pour base les classes modulo 
I s d'une famille de monomes independante de s. La dimension des composantes homogenes de 
C[x, z]/I s est done independante de s, et le polynome de Hilbert de X s aussi, ce qui demontre la 
proposition. □ 

Remarquons que l'espace tangent a SpecC[[t]] est de meme dimension que T 1 (C mri ). Pour 
montrer que la differentielle du morphisme correspondant a 23 (de SpecC[[t]] vers la deformation 
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verselle de C mn ) est un isomorphisme entre les espaces tangents, il suffit done de montrer qu'elle est 
injective, e'est-a-dire que tout vecteur tangent non nul a SpecC[[t]] correspond a une deformation 
infinitesimale de C mn non triviale. 

Notons e la classe de y dans l'algebre C[y]/(y 2 ). 

Proposition 3.17. Soit un vecteur tangent a SpecC[[t]] ; c 'est- a- dire un morphisme de SpecC[e] 
vers SpecC[[t]]. On note s-ij les nombres complexes tels que le morphisme correspondant 
C[[t]] — > C[e] envoie ty vers esij. 

La deformation induite par 33 sur SpecC[e] est le sous-schema ferme de SpecC[x][e] defini 
par les mineurs 2 x 2 de la matrice 



xoo ■■■ x m-2 Xq m _i 

XQ1 — e^Ol ••• %0 m-l — es m-1 x m 



XnO 
Xnl £&nl 



%n m—2 %n m—1 

%n m—1 ~ £Sn m—1 %n m 



Elle est triviale si et seulement si les Sij sont tous nuls. 



Preuve. On va appliquer [Ha] ex 9.8 p 267. Notons J l'ideal du sous-schema ferme C mn de 
A (m+i)(n+i) > et A . = SpecC[x]/J son algebre afnne. La deformation infinitesimale de la proposi- 
tion correspond au morphisme de ^4-modules 4> : J/ J 2 — ► A tel que 



x 



Xkl 



%ij %kl 
Si j+l Sk J+l 



Xi j + l Xk J+l 

Elle est triviale si et seulement si le morphisme 4> est induit par un champ de vecteurs 



e'est-a-dire s'il existe des des elements hij de A tels que 



x 



Xkl 



Xi j + l Xk l + l 



Xkl 



hi j+i hk i+i 



+ 



hij hki 

Xi j+l Xjg i+i 



En prenant alors % et k distincts (ce qui est possible car n est non nul), on obtient que la 
composante homogene de degre 1 de hij est nulle des que j < m, puis que les Sjj sont tous nuls, 
d'ou le resultat. □ 



Appendice 

On note Hilb(P(V A (A))) le schema de Hilbert (construit dans [Grot]) des sous-schemas fermes 
de F(V(X)). Le sous-schema Hilb G (P(y(A))) des points fixes de G dans Hilb(P(F(A))) parametre 
les sous-schemas fermes de P(V(A)) qui sont stables par G. 

On repond dans cet appendice a la question naturelle suivante : quelles deformations locales 
du cone des vecteurs primitifs C(A) peut-on obtenir a l'aide de Hilb(P(V(A))) ? 

Comme C(A) est le cone affine dans V{\) au dessus de la variete de drapeaux 

X X := G/P X C P(V(X)), 



36 



on peut etre tente de deformer X\ dans P(V(A)) a l'aide du schema de Hilbert pour en deduire 
naturellement une deformation de C(A). 

La proposition suivante montre que l'on n'obtient ainsi que des deformations triviales, c'est-a- 
dire provenant de Paction du groupe GL(V(A)) des automorphismes d'espace vectoriel de V(A). 

On note z le point de Hilb(P(V(A))) correspondant a X\. Le groupe GL(V(A)) agit naturelle- 
ment sur Hilb(P(V(A))). 

Proposition 3.18. L'orbite GL(V(A)) • z est ouverte dans Hilb(P(F(A))). 
Preuve. 

II suffit de montrer que l'espace tangent a l'orbite est egal a l'espace tangent au schema de 
Hilbert : 

T Z (GL(V(X)) -z) = T z Hilb(P(y(A))), 

c'est-a-dire que l'application 

l(F(A))^T 2 Hilb(P(F(A))) 
obtenue en differentiant l'application naturelle 

GL(V(A)) — ► Hilb(P(y(A))), 
u i — > u ■ z 

est surjective. 

Notons Mx x l e faisceau normal a X\ dans P(V(A)). 

II est donne par la suite exacte courte de Ox x -modules : 

— > T Xx — > T nv[x)) \ Xx — . Mx x — » 0. (11) 

L'espace tangent au schema de Hilbert en z est canoniquement isomorphe a l'espace des 
sections globales de Mx x '■ 

T 2 Hilb(P(y(A)))-H°(X A ,AA x J. 

On sait que l'espace 

H 1 (X\, Tx x ) 

est nul (cela resulte par exemple de la proposition 3.8). 

En utilisant la suite exacte courte (11), on en deduit que l'application canonique 

H°(X A ,7ip(y( A ))|x A ) H (X A ,7Vx A ) 

est surjective. 

On utilise ensuite la suite exacte de 0p(y( A ))-modules ([Ha] Example II. 8. 20.1) : 

— ► Cp(y(A)) — *■ Cp(y(A))( 1 ) ®c ^(A) — ► %{v{\)) — > 0- 

Comme les termes de cette suite sont des faisceaux localement libres, on obtient encore une 
suite exacte si on la restreint a X\ : 

— Xx — > C\ ®c V(X) — » T nv{x)) \x x — > 0. 
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L'application associee 

V(\y 0c V(X) = H°(Aa, C x ) 0c V(X) H°(X A ,T P(y(A)) | x J 

est surjective, car l'espace H 1 (X A , Ox A ) est nul (cela decoule par exemple du theoreme de Borel- 
Weil-Bott). 

On remarque enfin que l'application cf> s'identifie a la composee cf>i o0 2 : elle est done surjective, 
d'ou la proposition. □ 

On en deduit immediatement le corollaire suivant, qui montre que Ton n'obtient aucune 
deformation G-invariante a l'aide de Hilb(P(F(A))). 

Corollaire 3.19. Le point z est un point isole reduit de Hilb G (P(F(A))). 

Preuve. II suffit de montrer que l'espace tangent a Hilb G (P(V(A))) en z est nul. On reprend les 
notations de la demonstration de la proposition precedente. On a vu que l'application 

gt(V(\))^T z mb(F(V(\))) 

est surjective. Comme le groupe G est reductif, on en deduit une surjection sur les espaces des 
G-invariants : 

Q l(V(X)f ^T 2 Hilb G (P(y(A))). 

Or l'application <p est nulle sur l'espace [(y(A)) G ^ C (qui est le centre de g[(F(A))), d'ou le 
corollaire. □ 

Pinkham utilise dans [Pi] §4-5 de maniere plus concluante le schema de Hilbert Hilb(V A (A)) 
des sous-schemas fermes de l'espace projectif V{\) obtenu en completant V(X). II etudie ainsi 
plus generalement les deformations des cones affines sur les varietes projectives lisses, et montre 
sous certaines hypotheses (qui sont verifiees dans notre situation) qu'on les obtient toutes en 
deformant a l'aide de Hilb(y(A)) le complete du cone. 
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